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Resume 

Soient S un schema affinc, X — > S unc famillc miniversclle de schemas projcctifs ct 
lisses, et D une categorie triangulee fixee. On demontre que les points s € S tels que la 
categorie derivee de la fibre en s, D b coh (X s ), soit equivalente a D, forment un ensemble 
au plus denombrable. Nous deduisons de cela que l'ensemble des classes d'isomorphisme 
des varietes complexes lisses et projectives qui possedent une categorie derivee fixee est au 
plus denombrable. Notre demonstration passe par la construction d'un certain prechamp 
classifiant les dg-categories saturees et connexes, ainsi qu'une application des periodes allant 
du champ des varietes lisses et projectives vers ce prechamp, et qui a une variete associe un 
dg-modele pour sa categorie derivee. 
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Introduction 



A toute variete algebrique projective et lisse X (disons sur un corps k) on peut associer D b oh (X), 
sa categorie derivee coherente bornee. Pour deux telles varietes letFa fibres canoniques (ou 
anti-canoniques) amples, on sait que X et Y sont isomorphes si et seulement si les categories 
D coh( X ) et D coh( Y ) sont equivalentes en tant que categories triangulees (voir Ho-Oij j. Cepen- 
dant, il existe en general des exemples ou X et Y ne sont pas isomorphes mais ou les categories 
derivees D b oh (X) et D b coh {Y) sont equivalentes (voir [Roj pour des references). Cela pose 
evidemment la question de la classification des varietes projectives et lisses X qui possedent 
une categorie derivee fixee (a equivalence triangulee pres). Dans cette direction Y. Kawamata 
propose la conjecture suivante (voir [Ro| pour une discussion de cette conjecture). 

Conjecture 0.1 Soit D une categorie triangulee k-lineaire. Alors, V ensemble des classes d'iso- 
morphisme de varietes projectives et lisses X sur k telles que D b ,{X) soit equivalente a D (en 
tant que categorie k-lineaire triangulee) est fini. 

L'objet de ce travail est de proposer une approche geometrique de cette conjecture qui utilise 
un certain espace de modules de categories triangulees. L'idee generale, et naive, est de chercher 
a construire un tel espace de modules M. qui parametrise les categories triangulees, ainsi qu'une 
certaine application des periodes 

n : V >M, 

ou V est un espace de modules pour les varietes projectives et lisses, et oil II envoie X sur 
D b oh (X). On cherchera alors a montrer que II est innnitesimalement injective (i.e. non-ramifiee) , 
et done a fibres discretes. Dans le cas oil ces espaces de modules sont assez proches d'etre des 
varietes algebriques ses fibres seraient done finies. Cela impliquerait 10.11 car la fibre de II pris 
au point D est precisement l'ensemble dont la coni ecture 10.11 predit la finitude. 

Dans ce travail nous construisons des modeles aux espaces V et Ai et au morphisme II, et 
nous montrons que II est non-r amine en un certain sens. Avant de passer aux details techniques 
des definitions de ces objets signalons qu'une consequence de leurs existences est le theoreme 
suivant, qui est l'enonce principal de cet article. 
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Theoreme 0.2 ( Cor. \6.J$ Soit X — * S une famille miniverselle de schemas projectifs, lisses 
et geometriquement connexes, avec S un schema de type fini sur un corps k. Soit D une categorie 
triangulee k-lineaire, et S(D) le sous- ensemble de S(k) forme des points s tels que D h coh {X s ) 
soit equivalente a D (comme categorie triangulee k-lineaire). Alors S(D) est un ensemble au 
plus denombrable. 

II faut noter que la coni ecture 10,11 impliq ue l'enonce precedent (voir notre remarque au §8). 

Bien que 10,21 est relativement loin de la conjecture 10.11 il affirme qu'elle est moralement 
vraie si l'on remplace fini par au plus denombrable ("moralement" car on ne considere ici que 
des varietes qui apparaissent dans une meme famille miniverselle). De plus, dans le cas des 
varietes algebriques complexes un argument transcendant permet de deduire la denombrabilite 
des classes d 'equivalences derivees. 



Theoreme 0.3 (Cor. 7.1) Soit D une categorie triangulee C-lineaire. Alors, Vensemble des 
classes d'isomorphismes de varietes complexes lisses et projectives X telles que D b coh {X) soit 
equivalente (comme categorie triangulee C-lineaire) a D est au plus denombrable. 

Quelques mots sur le contenu de cet article. Le lecteur ne sera pas surpris d'apprendre que 
nous avons chercher des modeles pour V, M. et II dans le cadre des champs. II le sera peut-etre 
un peu d'apprendre que les modeles que nous construisons de ces objets ne sont pas des champs 
algebriques, et de plus que le modele que nous donnons pour Ad est un prechamp qui n'est 
meme pas un champ. Plus precisement, pour V on prendra, comme on peut s'y attendre, le 
champ VAlZ c smpr des schemas propres, lisses et geometriquement connexes (dont les sections 
au-dessus d'un schema S est le groupoide des morphismes X — > S propres, lisses et a fibres 
geometriquement connexes). II est bien connu que ce champ n'est pas algebrique, car il existe 
des deformations formelles dans VATZ c smpr qui ne sont pas algebrisables. Comme modele pour 
l'objet KA nous proposons le prechamp T>QC c sat qui parametrise les dg-categories saturees et 
connexes, prises a quasi- equivalence preJ3 (voir §2,3 pour plus de details). Le prechamp VQC c sat 
n'est pas un champ, et ses prefaisceaux de morphismes ne sont pas non plus des faisceaux (il 
s'agit done d'un prechamp en un sens encore plus faible que celui de |L-M| ). II n'est done pas 
algebrique, et son champ associe ne l'est probablement pas non plus, et ce pour la meme raison 
que pour le cas de VATZg mpr (a savoir l'existence de deformations formelles non algebrisables, 
voir notre remarque au §8). Enfin, nous construisons un morphisme de prechamps 

n : vAiz c smpr — > vgc c sat , 

qui a un schema propre et lisse X — ► S = Speck associe une dg-categorie L pe (X) de complexes 
parfaits sur X, qui est un dg-modele a la categorie derivee parfaite D par f(X). Le fait que 
X i — * L pe (X) soit compatible aux changements de bases k — > k', et done le fait que II existe 



1 ll est bien connu que la notion de categorie triangulee possede beaucoup de desavantages qui sont resolus 
en la remplagant par la notion de dg-categorie. C'est seulement au prix de ce remplacement que l'objet T>QC c sat 
peut-etre defini et possede une chance de bien se comporter. 
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comme morphisme de prechamps, est une propriete specifique a l'utilisation des dg-categories 
qui ne serait pas verifiee si l'on avait chercher a definir T>QC c sat a l'aide de categories triangulees. 

Nous montrerons alors que le morphisme II est non-ramifie, au sens ou une deformation in- 
finitesimale dans VAlZ c smpr est triviale si et seulement si son image dans T>QC c sat Pest (voir Prop. 
15, ip . Cela peut sembler de peu d'interet etant donne que les prechamps VAlZ c smpT et T>QC c sat 
ne sont pas des champs algebriques. Cependant, ces deux objets partagent une propriete en 
commun avec les champs algebriques qui permet de tirer des consequences interessantes de 
l'existence de II et de son caractere non ramifie. Cette propriete est la quasi-representabilite, 
ou en d'autres termes la representabilite du morphisme diagonal. Pour VAlZ c smpT la quasi- 
representabilite est une consequence de l'existence des espaces algebriques de Hilbert, et est 
done bien connue. La quasi-representabilite de T>QC c sat (tout au moins a un precede de fais- 
ceautisation pres) est elle une consequence des resultats de [To-Va| qui afhrment l'existence 
d'un champ algebrique classifiant les objets d'une dg-categorie saturee (voir Prop. I3.ip . On 
montre aussi que la diagonale de T>QC c sat possede une propriete de quasi- compacite denombrable, 
qui affirme que l'intersection de deux affines au-dessus de VQC c sat possede un recouvrement par 
un nombre denombrable de schemas affines (voir Prop. 13. Le theoreme 10.21 est alors une 
consequence formelle du caractere non ramifie de II, de la quasi-representabilite de VQC c sat , de 
la propriete de quasi-compacite denombrable, et d'un theoreme de D. Orlov affirmant que deux 
varietes lisses et projectives possedent des categories derivees equivalentes si et seulement leur 
dg-modeles sont quasi-equivalents (voir [Or] ) . Au passage, nous demontrons une version plus 
generale du theoreme 10.21 valable pour les families propres et lisses, mais pour laquelle la notion 
de categorie triangulee doit etre remplacee par celle de dg-categorie. 

Remerciements: Nous remercions B. Keller et G. Vezzosi pour plusieurs discussion sur la 
theorie des deformations des dg-categories qui ont influence ce travail (bien que cette theorie des 
deformation ait pu etre soigneusement evitee). Un grand merci a C. Simpson pour nous avoir 
explique comment le theoreme 10.31 decoulait du theoreme 10.21 Nous remercions enfin J. Lurie 
pour sa remarque sur la non representabilite du champ des dg-categories saturees, et C. Voisin 
pour ses commentaires. 

Conventions et notations: Nous notons CAlg la categorie des anneaux commutatifs. 
Pour k € CAlg, nous notons k — CAlg celle des fc-algebres commutatives. Lorsque nous con- 
sidererons des faisceaux ou bien des champs, la categorie Aff des schemas affines sera munie 
de la topologie etale. Le produit fibre homotopique de prechamps, aussi appele 2-produit fibre, 
sera note — — . Enfin, on renvoie a \K.e\ \Tol\ \To2\ ITo-Va| pour des rappels sur le "monde 
dege" (dg-algebres, dg-categories, dg- modules, dg- modules parfaits . . . ). 
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1 Dg-categories saturees et connexes 



Dans ce paragraphe nous rappellerons brievement les notions de dg-categories propres, lisses, 
triangulees et saturees. On renvoie a \Ke\ ITo-Va] pour des definitions plus detaillees. 

Fixons un anneau commutatif de base k. Une dg-categorie (sur k) est une categorie enrichie 
dans la categorie mono'idale des complexes (non bornes) de /c-modules. A une telle dg-categorie 
T on associe une categorie homotopique [T], dont les objets sont les memes que ceux de T et 
dont les ensembles de morphismes sont les H° des complexes de morphismes de T. II existe 
une notion naturelle de morphisme de dg-categories qui est celle de foncteur enrichi. Un tel 
foncteur, T — > T 1 , est une quasi- equivalence s'il induit des quasi-isomorphismes au niveau 
des complexes de morphismes et s'il induit un foncteur essentiellement surjectif [T] — ► [T'\. 
On s'interessera particulierement a la categorie homotopique des dg-categories (au-dessus de k), 
notee H o(k — dg — cat) , obtenu en localisant celle des dg-categories le long des quasi-equivalences 
(voir |Tab| pour une justification de l'existence raisonable d'une telle localisation). 

Pour une dg-categorie T, on dispose d'une categorie de T op -dg-modules T op — Mod, et de 
sa categorie homotopique D(T op ) := Ho(T op — Mod). La categorie D(T op ) est naturellement 
munie d'une structure triangulee. Le plongement de Yoneda enrichi permet de construire un 
foncteur pleinement fidele 

[T] — ► D{T°P). 

Nous dirons alors que T est triangulee si l'image essentielle de ce foncteur consiste en la sous- 
categorie D(T op ) c des objets compacts dans D(T op ). 

Nous dirons qu'une dg-categorie T est compactement engendree s'il existe une dg-algebre B 
sur k, et une equivalence de categories triangulee D(T op ) ~ D(B). De maniere equivalente, T 
est compactement engendree si la categorie triangulee D{T op ) possede un generateur compact. 
Nous dirons que T est localement propre si pour toute paire d'objets (x, y) dans T, le complexe 
T(x, y) est un complexe parfait de /c-modules. Nous dirons alors que T est propre si elle est 
compactement engendree et localement propre. De maniere equivalente T est propre si elle est 
Morita equivalente (au sens derivee) a une dg-algebre B dont le complexe sous-jacent est un 
complexe parfait de /c-modules. 

Pour deux dg-categories T et T' on peut definir leur produit tensoriel T (g> T" (sur k), dont 
l'ensemble d'objets est le produit des ensembles d'objets de T et T', et dont les complexes 
de morphismes sont les produits tensoriels des complexes de morphismes de T et T'. Cette 
construction peut se deriver a gauche pour donner un produit tensoriel derive T ® L T'. Ce 
produit tensoriel derive munit Ho(k — dg — cat) d'une structure monoidale symetrique que l'on 
montre etre fermee (voir |Tol| ). 

Une dg-categorie T definit un T® T op -module, qui envoie une paire d'objets (x, y) sur le 
complexe T(y,x), et done un objet dans Z?(T® L T op ). Nous dirons que T est lisse si l'objet T 
est compact dans D(T (g> L T op ). 

Nous pouvons enfin donner la definition de dg-categorie saturee. 
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Definition 1.1 Une dg-categorie T au-dessus de k est saturee, si elle est propre, Esse et trian- 
gulee. 

Pour tout morphisme d'anneaux commutatifs k — > k! il existe un foncteur de changement 
de bases 

— <g)fc ^' : Ho(k — dg — cat) — > Hoik! — dg — cat), 

qui est adjoint a gauche du foncteur d'oubli. On remarque alors que les dg-categories propres 
et lisses sont stables par changement de bases. Les dg-categories triangulees, et done saturees, 
ne le sont pas. Cependant, le foncteur d'inclusion Ho(k — dg — cat tr ) <^-> Ho(k — dg — cat) des 
dg-categories triangulees dans les dg-categories possede un adjoint a gauche T t— > T pe (voir [Toll 
§7]). On peut done definir un foncteur de changement de bases pour les dg-categories triangulees 
par 

Ho{k - dg - cat tr ) — ► Ho(k' - dg - cat tr ) 
T —> (T$fk') pe . 

Ce dernier changement de bases preserve alors les dg-categories saturees (on utilisera ici les 
resultats de |To-Val Lem. 2.6] qui affirment qu'etre propre et lisse est invariant par la construc- 
tion T Tpe). 

Pour terminer signalons que la sous-categorie pleine Ho(k — dg — alg sat ) C Ho(k — dg — cat), 
formee des dg-categories saturees, possede la description suivante. On considere les dg-algebres 
A sur k qui sont propres et lisses (i.e. parfaites comme A;-dg-modules et comme A ® L A op - 
dg-module). Pour deux telles dg-algebres A et B on note Mor(A, B) l'ensemble des classes 
d'isomorphisme d'objets compacts dans la categorie triangulee D(A <8> L B op ). Pour trois dg- 
algebres propres et lisses A, B et C on dispose d'un morphisme de composition 

Mor(A,B) x Mor(B,C) — ► Mor(A,C), 

qui a M G D(A <g) L B°p) et N € D(B <g> L C°p) associe 

M <g>£ N G D(A ® L C op ). 

Ceci fait des dg-algebres propres et lisses une categorie note H o(k — dg — algmor) ■ Les theoremes 
de |Tolj montrent alors qu'il existe une equivalence de categories 

Ho(k - dg - algmor) ~ Ho(k - dg - cat sat ). 

Le foncteur qui induit cette equivalence envoie une dg-algebre propre et lisse A sur la dg-categorie 
A pe , des A op -dg-modules compacts. 

2 Le prechamp VQC c sat 

Soient k un anneau commutatif et T G Ho(k — dg — cat) une dg-categorie. On definit la 
cohomologie de Hochschild de T par la formule suivante (voir [Tol^ §8.1]) 

HH\(T) := Ext l T LTop (T,T), 
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ou les groupes Ext 1 sont calcules dans la categorie triangulee D(T <8>^ T op ). Comme il se doit 
HH£(T) est munie d'une structure naturelle de £>algebre graduee. On dispose done d'un mor- 
phisme naturel k — > HH (T). 

Notons au passage que si A est une dg-algebre et T := A pe est sa dg-categorie des A-dg- 
modules compacts, alors HH*(T) est naturellement isomorphe a HH*(A) defini a l'aide du 
complexe de Hochschild usuel (voir par exemple [Ke]). 

Definition 2.1 Nous dirons qu'une k-dg-categorie T est connexe si pour tout morphisme d'an- 
neaux commutatifs k — > k! les deux conditions suivantes sont satisfaites 

1. 

HHi,{T®\k')~Q Vi<0. 

2. Le morphisme naturel 

k' ~^HHl,{T ®\ k') 

est un isomorphisme. 

Pour tout anneau commutatif k 6 CAlg notons VQC c sat {k) le groupo'ide des dg-categories 
saturees et connexes dans Ho(k — dg — cat). Pour un morphisme k — > k! dans CAlg on a vu que 

Ton disposait de foncteur de changement de bases ((— ) <8>^ k') pe qui preservaient les dg-categories 
saturees, et done de foncteurs naturels 

: vgc c sat (k) — » vgc c sat (k'). 

Ces changements de bases preservent les dg-categories saturees et connexes, et on a done defini 
un prechamp T>QC c sat sur le site des schemas affines. 

Definition 2.2 Le prechamp des dg-categ ories saturees et connexes est le prechamp T)Qd c sa ^ 
defini ci-dessus. 

II se trouve que le prechamp VQC c sat n'est pas un champ (disons pour la topologie etale). 
Une premiere raison est que les prefaisceaux d'isomorphismes entre deux objets ne sont pas des 
faisceaux. En effet, ces prefaisceaux sont les prefaisceaux des classes d'isomorphismes d'une 
G m -gerbe (voir ci-dessous pour plus de details) et ne sont done en general pas des faisceaux. 
Cela provient en realite du fait que T^QC c sat a ete defini comme le 1-tronque d'un 2-prechamp 
dont les 1-prechamps d'isomorphismes sont eux des 1-champs (voir §7 et [To3t §4.3 (6)] pour des 
remarques sur l'aspect champs superieurs). Mais de plus, les donnees de descente ne sont pas 
effectives dans T>QC c sat , meme apres que les prefaisceaux d'isomorphismes aient ete remplaces 
par des faisceaux, ou meme si T>QC c sat est remplace par le 2-prechamp sus-cite. Cela est du au 
fait qu'il existe des formes tordues non triviales de dg-categories pour la topologie etale. 
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3 Quasi-representabilite de T>QC C S 



Nous avons defini un prechamp DQC c sa ^ que nous avons vu ne pas etre un champ. II se trouve 
que le champ associe a T>QC c sat n'est pas un champ algebrique (voir notre remarque au §8). Nous 
montrons cependant dans la proposition suivante que son morphisme diagonal est representable. 

Proposition 3.1 Pour tout schema affine X G Aff , et toute paire de morphismes de prechamps 
s,t : X — > T>QC c sat , le faisceau a( Iso (s, t)), associe au prefaisceau 

Iso{s,t) := VGC c sat X {V gc° at xvgc- at ) X > 

est representable par un espace algebrique localement de presentation finie (sur X). De plus, 
Vespace algebrique a( Iso (s, t)) est une reunion denombrable de sous-espaces algebriques ouverts 
et de presentation finie (sur X). 

Preuve: Soit X = Spec k G Aff, et s, t : X — ► VQC c sat deux morphismes de prechamps. Les 
morphismes s et t correspondent a deux objets de T>QC c sat {k), c'est a dire a deux dg-categories T\ 
et T 2 saturees et connexes. Le prefaisceaux Iso (s, t) se decrit par le foncteur k — CAlg — > Ens, 
qui envoie une /c-algebre commutative k! sur l'ensemble des isomorphismes T± ®f k! ~ T 2 <8>^ k! 
dans Ho(k' — dg — cat). D'apres les theoremes de |Tolj le prefaisceau Iso js, t) est isomorphe au 
prefaisceau qui kk' G k—CAlg associe Pensembles des classes d'isomorphismes d'objets compacts 
et inversibles (pour la composition des morphismes de Morita) dans D(T\ ®\ T^ p <8>\ k'). 

On pose To := T\ 0^ T^, qui est une A:-dg-categorie propre et lisse (mais pas triangulee 
en general). D'apres ITo-Val . il existe un (l-)champ algebrique t<oA4 s ^ p , localement de 

presentation finie au-dessus de Speck, qui a k' S A — CAlg associe le groupo'ide des objets 
compacts E G D(T ®\ k') tels que Ext i (E, E) = pour i < et Ext°(E, E) = k' . De plus, ce 
champ algebrique est une G m -gerbe au-dessus de son espace de modules M := no(t<oM^™ p ). 
En d'autres termes, l'espace algebrique M represente le faisceau associe au prefaisceau qui a 
k! G A — CAlg associe l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets compacts E G -D(To(g>^£/) 
tels que Ext(E, E) = pour % < et Ext°(E, E) = k! . 

Lemme 3.2 Avec les notations ci-dessus, si E G D((T\ ®^ T^) d§\ k') est inversible, alors on 
a 

Ext\E,E) = 0V i <0 Ext°(E,E) = k'. 

Preuve: De deux choses l'une: ou bien T% et T 2 deviennent isomorphes dans le groupo'ide 
VQC c sat {k'), ou bien elles ne le sont pas. Dans le second cas aucun objet E G D((Ti®£!Zf 
n'est inversible. Supposons alors que Ton soit dans le premier cas. Nous pouvons done supposer 
que T\ = T 2 = T. Soit E G D((T ' ®\T op ) ®\k') un objet inversible. En multipliant par l'inverse 
de E, on trouve une auto-equivalence triangulee de D((T<S>\T op ) <8>^/c') qui envoie E sur T®\k' '. 
On a done 

Exf(E, E) ~ Exf(T ®l k', T ®£ k!) ~ HH\T ®l k'). 
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Ainsi, la condition de connexite sur T implique le lemme. 



□ 



Le lemme precedent montre que le faisceau a( Iso (s, t)), associe a Iso (s, t), s'identifie na- 
turellement au sous-faisceau de M forme des objets inversibles. Or, etre inversible est une con- 
dition ouverte au sens de Zariski (e.g. voir la preuve de |To-Val Cor. 3.24]), et ainsi a(Iso(s,t)) 
est bien representable par un espace algebrique localement de presentation finie sur Spec k. 

Finalement, on sait que le champ t<oA / If!™ p est une reunion denombrable de sous-champs ou- 

verts et de presentation finie sur Speck (voir [To-Va! §3.3]). Comme l'inclusion a( Iso (s, t)) — * 
M est une immersion ouverte on en deduit aisement que a( Iso (s, t)) est encore une reunion 
denombrable de sous-espaces algebriques ouverts et de presentation finie sur Speck. □ 



Corollaire 3.3 Pour tout schemas affines X, Y € Aff, et tout morphismes 

s-.x^ vgc c sat t-.Y — vgc c sat , 

le faisceau a( Iso (s, t)), associe au prefaisceau 

Iso(s,t) := X x* gC c at Y, 

est representable par un espace algebrique localement de type fini (sur X x Y). De plus, I 'espace 
algebrique a( Iso (s, t)) est une reunion denombrable de sous-espaces algebriques ouverts et de 
presentation finie (sur X xY). 

Preuve: On applique la proposition 13.11 au morphisme 1x7 — > VQC c sat x T>QC c sat . □ 



4 Application des periodes 

Notons VA1Z C S r le champ qui a k E CAlg associe le groupo'ide des schemas X — > Speck, 
propres, lisses et a fibres geometriquement connexes. Pour X — ► Speck un objet de VATZ c smpr 
on peut considerer sa dg-categorie (sur k) des complexes parfaits L pe (X), qui est un dg-modele 
a la categorie triangulee D par f(X) (i.e. il existe une equivalence triangulee naturelle [L pe (X)] ~ 
Dparf(X), voir |Tol4 §8.3]). On montre de plus que L pe (X) est saturee (voir |To-Val Lem. 3.27]). 
On montre aussi que L pe (X) est connexe car on a 

L pe {X]®l k' pe ~L pe (X ® k k') 

HW(L pe (X)) ~ Ext* (A x , A x ), 

ou Ax est le faisceau structural de la diagonale et ou le groupe Ext est pris dans D par f(X x k X). 
On definit ainsi un morphisme de prechamps 

II : VAlZ c smpr — > VQC c sat . 

Definition 4.1 Le morphisme de champs LT defini ci-dessus est appele application des periodes. 
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5 Un enonce de type Torelli infinitesimal 

Soit K un corps algebriquement clos, F un prechamp et x £ F(K) un point. On rappelle que 
le groupoi'de tangent de F en i, note T X F est defini comme la fibre homotopique du morphisme 
naturel F{K[e\) — ► F{K) prise au point x. En d'autres termes 

T X F := F(K[e]) x h F(K) {x}. 

L'ensemble des classes d'isomorphismes du groupoi'de T X F sera appele I'espace tangent de F en 
x et sera note 

T° X F := tt (T x F). 

L'espace tangent T X F est en general un ensemble pointe, dont le point de base sera note et 
correspond a l'image de x par le morphisme naturel F{K) — > F(K[e]). 

La proposition suivante affirme que l'application des periodes II satisfait une propriete de 
type Torelli infinitesimal. 

Proposition 5.1 Soit K un corps algebriquement clos et X £ VA1Z c smpr {K) d'image II(X) € 
T)QC c sat {K). Alors le morphisme induit 

TIT : T%VAR c smpr — > T^ x) VgC c sat 

est tel que 

rn _1 (o) = {o}. 

Preuve: Soit u S T^VATZ c smpr ^ correspondant a une deformation infinitesimale (X',a) de 
X. Dans cette notation X' — > SpecK[e] est un schema propre et lisse et a : X — > X' est un 
morphisme de iT[e]-schemas induisant un isomorphisme ceo : X — X' ®K[e] Son image par 
TIT est la deformation infinitesimale (L pe (X'), / y(a)) de L pe (X), oil 7(a) G D(X X') est le 
faisceau structural du graphe du morphisme a, considere comme un isomorphisme 

7(a) : L pe (X) ~ (L pe (X0^ [e] K) pe 

dans Ho(K — dg — cat) (voir [ToU Thm. 8.15]). Supposons que TH(X, a) = 0. En utilisant 
[Toll Thm. 8.15] on voit que cela implique qu'il existe un objet 

E e D parf (X' x K X) ~ D parf (X' x K[e] (X ® K K[e])), 

satisfaisant aux deux conditions suivantes. 

• La transformation de Fourier-Mukai associee a E 

4> E : D(X') — ► D(X ® K K[e}) 

est une equivalence de categories. 
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• II existe un isomorphisme dans D((X' <8>k[e] K) x k X) 

E® K[e] K ~ 7 (a - 1 ), 

ou 7(«o X ) es t le faisceau structural du graphe de Pisomorphisme «q 1 (i.e. le transpose de 
7(«o))- 

On commence par remarquer que la seconde condition implique que E est un faisceau 
coherent sur X' x^I, plat sur X' . En effet, comme la question est locale sur X' Xk X, 
cela decoule du lemme suivant. 

Lemme 5.2 Soit A un anneau commutatif et I C A un ideal de carre nul. Soit E G D b (A) un 
complexe borne de A-modules. On suppose que le complexe E (E>\ A/I est cohomologiquement 
concentre en degre 0, et de plus que H°(E 0^ A/I) est un A/ 'I -module plat. Alors, E est 
cohomologiquement concentre en degre et de plus H°(E) est un A-module plat. 

Preuve du lemme: Le lemme de Nakayama implique facilement que Ton a H l (E) = pour 
tout i < 0. Montrons que pour tout A-module TV et tout i < 0, on a IP(E<2^N) = 0. Comme 
tout A-module TV s'insere dans une suite exacte 

> IN N ^ N/IN ^ 0, 

on voit qu'il nous suffit de montrer cette assertion pour des ^-modules iV qui sont des A/I- 
modules. Mais alors, on a 

E ®\ N ~ (E ®\ A/I) N. 
Par hypothese sur E on trouve done 

E ®\ N ~ {H°(E) ® A A/ 1) ® A/I N. 

Ceci implique bien que H l (E <8>^ N) = pour tout i < et tout N. 

Lorsque N = A on trouve que E est concentre en degre 0. De plus, pour tout A-module N 
on a alors 

H\E ®\ N) ~ Tor^i(H°(E), N) = V i < 0. 
Ceci implique que H°(E) est plat sur A. □ 

Comme nous l'avons dit plus haut, le lemme ci-dessus implique que E est un faisceau coherent 
sur X' Xk X, plat sur X' . De plus, pour tout point y £ X' , le faisceau coherent E restreint 
a {y} X K X := Speck(y) Xk X est isomorphe au faisceau gratte-ciel en (y,a^ 1 (y)). On peut 
done representer E par un morphisme de If -champs 

E : X' — ► Coh?-(X) ~ X x K BG m , 
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ou Coh (X) est le champ des faisceaux coherents de longeur 1 sur X. Ce morphisme est tel 
qu'il existe un isomorphisme naturel entre le morphisme induit 

E ® K[e] K : X' ® K[e] K — > (X x K BG m ) ® K[e] K ~ X x K BG m , 

et le morphisme 

X> ® K[e] K^X^Xx K BG m , 

ou p est le G m -torseur trivial sur X. La seconde composante du morphisme E induit un mor- 
phisme de iT-champs 

X' — ► BG m . 

Ce dernier morphisme definit alors un fibre en droite sur X' qui est une deformation infinitesimalc 
de Ox 1 , et dont l'image reciproque sur X' x^X sera notee C. On considere alors F := C~ l ®E € 
D(X' Xk X). Cet objet F est un faisceau coherent sur X' XrX, et par construction il existe un 
morphisme de K-schemas / : X' — ► X, et un isomorphisme de faisceaux coherents F ~ 7(/), 
°u t(/) es t le graphe du morphisme /. Le morphisme / est alors tel que 

/ ®K[e] K = a Q 1 : X' ® K[t] K~X, 

car ces deux morphismes possedent des graphes dont les faisceaux structuraux sont isomorphes 
sur (X f ®k[e] K) Xk X. Ceci montre que la deformation (X',a) est triviale. □ 



6 Lieu a dg-categorie fixee des families miniverselles 

Le theoreme qui suit est le resultat principal de ce travail. Rappelons qu'un morphisme propre 
et lisse de schemas X — ► S est une famille miniverselle, si pour tout point s G S, le morphisme 
de Kodaira-Spencer 

T S S — > H 1 (X s ,T Xa /k( s )) 
est injectif (comme d'habitude, X s := X Xs Speck(s) est la fibre de X — ► S en s). 

Theoreme 6.1 Soit X — > S une famille miniverselle de schemas propres, lisses et geometri- 
quement connexes, avec S un schema quasi- compact. Soit K un corps algebriquement clos et T 
une dg-categorie sur K . Soit S(T) le sous-ensemble de S(K) des points SpecK — > S tels que 
L pe (X Xs SpecK) soit isomorphe dans Ho(K — dg — cat) a T. Alors S(T) est un ensemble au 
plus denombrable. 

Preuve: Le morphisme X — ► S definit un morphisme de champs 

S ► VA1Z C 

et done en composant avec IT un morphisme de prechamps 



s — ► vgc 



c 

sat- 
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La dg-categorie T definit un morphisme de prechamps 



t : SpecK — ► VQC 



sat ' 



Soit T C T>QC c sat le sous-prechamp plein qui est Pimage essentielle (au sens des prechamps) du 
morphisme t. Le prechamp T est naturellement muni d'un morphisme T — > SpecK (i.e. est un 
-KT-prechamp). On forme alors le diagramme homotopiquement cartesien de prechamps suivant 



S- 



■vgc 



sat 



F 



T. 



Soit Z = a(F) le faisceau associe a F (pour la topologie etale). Le morphisme F 
factorise par Z — ► S, et l'image de l'application 



S se 



F(K) ~ Z(K) 
est par construction le sous-ensemble S(T). 



S(K) 



Lemme 6.2 Le faisceau Z est representable par un espace algebrique localement de presentation 
finie sur K. De plus, cet espace algebrique est recouvert (au sens de la topologie etale) par un 
nombre denombrable de schemas affines. 



Preuve du lemme \ 6.2c On considere le diagramme homotopiquement cartesien suivant de 
prechamps 



T 



S- 



F' 



Spec K. 



Soit G le prefaisceau en groupes des automorphismes du point t. On a alors une equivalence de 
prechamps T = BG. Ainsi, on peut ecrire le prefaisceau F comme un quotient F' /G, avec G qui 
opere sans points fixes sur F'. En passant au faisceaux associes, on trouve que Z est isomorphc 
au faisceau quotient de a(F') par a(G), avec a(G) qui opere toujours librement sur a(F'). Or, 
d'apres la proposition 13. II a(F') est un espace algebrique localement de presentation et a(G) est 
un groupe algebrique. Ainsi, le faisceau quotient Z = a(F'/G) est bien un espace algebrique 
localement de presentation finie. Enfin, comme a(F') est une reunion denombrable de sous- 
espaces ouverts de type fini sur K, on voit qu'il est recouvert par un nombre denombrable de 
schemas affines. Comme le morphisme quotient a(F') — ► Z est un epimorphisme, cela implique 
que Z est lui-meme recouvert par un nombre denombrable de schemas affines. □ 
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Lemme 6.3 Le K-espace algebrique Z est isomorphe a un K-schema de la forme Y[ A SpecK 
avec A un ensemble au plus denombrable. 

Preuve du lemme \6.3l Soit x G F(K) un if -point. Sa projection s sur S est telle que 
L pe (X s ) ~ T. L'espace tangent de F en x s'inscrit dans un diagramme homotopiquement 
cartesien de groupoi'des 

t s s — *T niXs) vgc c sat 



T X F *- T*T. 

Comme T est un sous-prechamp plein de VQC c sat , le morphisme T^T — ► TxT>QC c sat est pleine- 
ment fidele. Ceci montre que T X F — > T S S est pleinement fidele, et done que le diagramme 
induit sur les espaces tangents 

T S S — ^ ^n(x s )^^snt 



T X F 9- T°T, 

est un diagramme cartesien d'ensembles pointes. Or, on a clairement T®T ~ car T ne possede 
qu'un unique objet. Ainsi, T X F s'identifie a Tp _1 (0). Or, le morphisme Tp se factorise en 

T S S — > TlVAU c smpr * H\X a ,T Xt/k{a) ) — » T^ {Xs) VgC c sat . 

Le premier de ces morphismes est injectif par hypothese. Ainsi T X F = Tp _1 (0) = {0} d'apres 
la proposition 15.11 

Nous venons de voir que T X F = 0, ce qui implique que l'espace algebrique Z est non-ramifie 
sur Spec K (on remarquera que T X F ~ T X Z car K est algebriquement clos). Ainsi, on trouve 
que Z est isomorphe a un i^-schema de la forme \J A SpecK. Enfin, la seconde partie du lemme 
16.21 implique que A est au plus denombrable. □ 

Le lemme I6T31 implique que S(T), qui est l'image de Z(K) dans S(K), est un ensemble au 
plus denombrable. □ 



Corollaire 6.4 Soit X — ► S une famille miniverselle de schemas projectifs, lisses et geometri- 
quement connexes, avec S un schema de type fini sur un corps k algebriquement clos. Soit D une 
categorie triangulee k-lineaire, et S(D) le sous-ensemble de S(k) des points s tels que D b coh {X s ) 
soit equivalente a D (comme categorie triangulee k-lineaire). Alors S{D) est un ensemble au 
plus denombrable. 

Preuve: D'apres [Or], deux varietes lisses et projectives complexes X et X' sont telles que 
D coh( X ) et D coh( X ') sont equivalentes ( comme categories triangulees) , si et seulement si les 
deux dg-categories L pe (X) et L pe (X') sont quasi-equivalentes. □ 
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7 Le cas des varietes complexes 

Dans cette section nous demontrerons la consequence suivante du corollaire 16.41 



Theoreme 7.1 Soit D une categoric triangulee C-lineaire. Alors, I 'ensemble des classes d'iso- 
morphismes de varietes complexes lisses, projectives et connexes X telles que D b coh (X) soit 
equivalente (comme categorie triangulee C-lineaire) a D est au plus denombrable. 

Preuve: II s'agit de construire un nombre denombrables de families mini-verselles {X a — > 
S a } dont les fibres donnent toutes les varietes complexes lisses, projectives et connexes, puis 
d'appliquer le corollaire 16.41 Pour cela nous dirons qu'un ensemble de families lisses, projectives 
et connexes {X a — * S a }, avec S a des schemas de type fini sur C, est dominant si pour toute 
variete lisse, projective et connexe Y sur C, il existe a et s £ S a (C) tels que Y soit isomorphe 

Lemme 7.2 II existe un ensemble dominant de families lisses, projectives et connexes {X a — > 
S a } 

a^A avec A un ensemble denombrable. 



Preuve du lemme \ 7. 21' Soit H„ le schema de Hilbert de PJi. Ce schema est une reunion 



disjointe denombrable de varietes projectives. Soit H 1 ^ le sous-schema ouvert forme des sous- 
schemas de qui sont lisses et connexes sur C. Le schema H% est lui aussi une reunion 
disjointe denombrable de schemas de type fini sur C, que nous noterons H% m . De plus, la 
famille universelle 

Z n ,m C Hn.m X 

induit un morphisme lisse, projectif et connexe Z n _ m — > Hn m . Par construction l'ensemble de 
families 

est dominant et denombrable. □ 



Lemme 7.3 Soit p : X — ► S un morphisme lisse, projectif et connexe avec S un schema de 
type fini sur C. Alors il existe un ensemble de families mini-verselles {X a — > S a } a ^.A, avec A 
un ensemble denombrable et tel que pour tout s € S(C) il existe a et t € S a (C) tels que X s et 
Xf soient isomorphes. 



Preuve du lemme 7.3: En stratifiant S on peut supposer que les proprietes suivantes sont 
satisfaites. 

• Le schema S est afline, lisse et connexe. 

• Le faisceau coherent ^p^^x/s) est un fibre vectoriel, et sa formation commute aux 
changements de bases sur S. 
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Le morphisme de Kodaira-Spencer 



0:T S ^R'p^Tx/s) 

possede un noyau K et un conoyau C qui sont des fibres vectoriels sur S. 

Soient p E 5(C) et u E K(S) une section globale qui ne s'annule pas en p. Soit p E Si C S 
un sous-schema de codimension 1 qui soit lisse en p et tel que u(p) £ Ts ltP - Par construction, il 
existe un ouvert de Zariski p E S[ C Si qui est lisse et tel que pour tout s E S[(C) le noyau de 
Papplication de Kodaira-Spencer 

Ts lt 3 — ► H (X s ,Tx s ) 

soit de dimension r — 1, our est le rang de K. 

Le champ de vecteurs u definit une action locale du groupe additif C 

/ : U x W — ► S an , 

oh U est un disque ouvert de C et W est un voisinage ouvert de p dans S an . Notons W\ = 
W n Sf n , et considerons le morphisme induit 

g:U xWiCU xW — ► S an . 

Ce morphisme est etale en p, car u(p) et Tea n 5 p engendrent Tgan^p. Son image contient done un 
voisinage de p, V p C S an . 

Soit s = g(x,t) un point de V p , avec (x,t) E U x Wj. Par construction, la famille analytique 

X S an U x{t} — >U 

est telle que le morphisme de Kodaira-Spencer 

Tu, u — H (X( U: f),T X(Uit) ) 

est nul pour tout u E U. Comme de plus le rang de H (X^^ , Tx, u t J est independant de 
u, cette famille est analytiquement isotriviale sur U (voir |Ko-Sp| ), et comme U est connexe 
X?ut) es ^ ams i isomorphe a X^ t ^ . Par GAGA on trouve done que X( u j) — X s est isomorphe a 
-X"(o,t) — -^t- Nous avons done montre l'existence du sous-schema Si C S, d'un ouvert de Zariski 
S[ C Si lisse et contenant p, et d'un voisinage V p de p dans S" 1 ™, qui verifient les deux conditions 
suivantes. 

1. Pour tout s E V p il existe t € V p n Sf 1 tel que X s soit isomorphe a X t . 

2. Pour tout s E S^(C) le noyau de Papplication de Kodaira-Spencer 

Ts 1}S — > H (X s ,Tx 3 ) 

est de dimension r — 1. 
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Quitte a restreindre V p on pourra aussi supposer que V p n Sf n C (S[) an . 

Restreingons maintenant la famille X sur l'ouvert S[ de S\. En renouvelant plusieurs fois la 
meme construction on demontre que pour tout p € S an , il existe un sous-schema p £ S p C S, un 
ouvert de Zariski S' p C S p lisse et contenant p, et un ouvert p GV p C S an avec V p nSf n C (S^) an , 
et qui verifient les deux conditions suivantes. 

1. Pour tout s £ V p il existe £ G (S' p ) an tel que X s soit isomorphe a X t . 

2. Pour tout s E Sp l'application de Kodaira-Spencer 

Ts' p ,s — ► H (X s ,T Xs ) 

est injective. 

Pour terminer, l'espace topologique S an se plonge comme sous-espace ferme dans C n , et est 
done une reunion denombrable de sous-espaces compacts (e.g. les traces des boules fermees de 
rayon entier dans C n ). Ceci implique qu'il existe un ensemble denombrable de points {pi}i^i de 
S an tel que les ouverts V Pi recouvrent S an . L' ensemble de families 

{X x s S' p . — ► S' Pi }i e i 

verifie alors la conclusion du lemme. □ 

Lemme 7.4 II existe un ensemble dominant de families lisses, projectives et connexes {X a — > 
S a } 

a^A avec A un ensemble denombrable, et tel que chaque famille X a — > S a soit miniverselle. 
Preuve du lemme YLfy C'est une consequence immediate des lemmes [731 et 1731 □ 
Le theoreme 17.11 decoule maintenant du lemme 17.41 et du corollaire I6.4L □ 



8 Remarques et complements 

Nous terminerons ce travail par quelques remarques et complements concernant les resultats 
presentes ainsi que les methodes utilisees pour les demontrer. 

1. Comme nous l'avons mentionne lors de l'introduction, la conjecture de Kawamata 10.11 
implique le theoreme 16. 11 En effet, si X — > S est une famille miniverselle de schemas 
propres, lisses et connexes, et si Xq est un schema propre et lisse sur un corps K, alors le 
sous-ensemble S(Xq) C S(K), forme des points s tels que X s soit isomorphe a Xq, est (au 
plus) denombrable (cela montre bien que le conjecture 10.11 implique le theoreme 16. ip . Ce 
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fait se demontre de la meme fagon que le theoreme 16.11 On commence par considerer le 
morphisme S — > VATZg mpr , et on forme le carre homotopiquement cartesien suivant 



S >VAK 



smpr 



F »Xq, 

oil Xq est le sous-champ plein de VA1Z c smpT qui est l'image du morphisme Xq : Spec K — > 
VATZ c smpr . L'existence du schema de Hilbert implique alors que F est un espace algebrique 
localement de type fini sur K. De plus, les schemas de Hilbert etant des reunions denombrables 
de sous-espaces de type fini, on en deduit que F est recouvert par un nombre denombrable 
de schemas affines. Enfln, la famille X — > S etant miniverselle on voit que F — ► SpecK 
est non-ramifie, et done de la forme \J A Spec K pour A un ensemble denombrable. Ainsi, 
S(Xq), qui est l'image de F(K) — ► S(K), est (au plus) denombrable. 

2. Le prechamp VQC c sat possede un champ associe T>QC c sat . La proposition I3.ll montre que la 

diagonale de ce champ est represent able. Cependant, il semble que le champ F)QC c sa t ne 
soit pas un champ algebrique (ainsi, la reponse a la question \To2>\ Q. 4.5] semble negative). 
En effet, l'existence de deformations formelles de schemas propres et lisses qui ne sont pas 
algebrisables implique probablement l'existence de deformations formelles de dg-categories 
saturees qui ne sont pas algebrisables (a traver la construction L pe (— )). Cela semble lie 
au fait qu'un schema (propre et lisse) formel dont la categorie derivee est saturee est en 
fait algebrisable, bien que nous ne savons pas si ce fait est toujours vrai (voir cependant 
|Bo-Vd B] pour un enonce du meme ordre dans le cadre analytique). 

Le champ VQC c sat se comporte en realite de fagon tout a fait similaire a VAR. c smpr . II est 
bien connu qu'une fagon de corriger le fait que VATZ c smpr ne soit pas un champ algebrique 
est de considerer un champ de varietes polarisees. De meme, il semble que pour obtenir 
un champ algebrique il faille considerer un champ de dg-categories saturees munies de 
structures additionelles de type polarisation. Une piste possible serait de regarder le champ 
des dg-categories saturees munies de structure de stabilite a la Bridgeland. Definir une 
version de VQC c sat qui soit un champ algebrique nous semble dans tous les cas une question 
particulierement interessante. 

3. Pour terminer, signalons aussi l'existence d'un "champ" classifiant les dg-categories saturees 
qui ne sont pas forcement connexes. L'existence de groupes de cohomologie de Hochschild 
negatifs non triviaux implique que ce " champ" est en realite un champ superieur (voir [To3l 
§4.3 (6)], comme precedemment, ce champ superieur n'est probablement pas algebrique). 
Ce champ possede aussi une version "derivee", i.e. une version qui soit un D - -champ au 
sens de [HAGII] . On s' attend a ce que le complexe tangent de ce champ pris en une dg- 
categorie T soit HH(T)[2], le complexe de Hochschild decale de 2. En particulier, l'espace 
tangent en T doit etre HH 2 (T), ce qui semble etre confirme par le travail en cours |Ge-Kej . 
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L'identification de l'espace tangent de VQC c sat en T avec HH 2 (T) permet aussi de donner 
une autre preuve de la propriete de Torelli infinitesimal 15, 1\ tout au moins lorsque l'on se 
place en caracteristique nulle. En effet, pour T = L pe (X), avec X — > SpecK un schema 
propre et lisse, et K de caracteristique nulle, on a (voir [YeJ) 

T$VgC c sat ~ HH 2 (T) ~ H 2 (X,O x ) ® H^X^x) (B H°(X,A 2 T X ). 

On voit ainsi que le morphisme 

T°VAK c smpr ~ fl-^X, T x ) — ► T°VGC c sat ~ 2 (X, O x ) © # Ix) A 2 T X ) 

est un facteur direct. 
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